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Man muss immer generalisieren. JACOBI

Introduccion

El Calculo de las relaciones es imprescindible para una fundamen-
tacién rigurosa de la inferencia matematica. Pero sélo la “Teoria de
las Propiedades Relacionales” permite comprender el sentido tltimo
de los conceptos bisicos de las ciencias exactas. Hoy nadie discute
ya que el anilisis definitivo de las nociones fundamentales de las
matematicas, como la igualdad, la equivalencia, la semejanza, el orden,
la sucesién, la serie, ha sido posible gracias a la teoria de las propie-
dades relacionales. Empero, los desarrollos de esta teoria, han versado
principalmente sobre las propiedades de las relaciones diadicas, y es
obvio que no puede llegarse a una adecuada comprensién de ciertas
relaciones matematicas tan importantes como las operaciones, las se-
ries bidimensionales y multidimensionales, la mayoria de las relacio-
nes proyectivas, las relaciones aplicables a los elementos de los espacios
de varias dimensiones, etc., sin una teoria de las propiedades de las
relaciones de grado n. :

En lo que sigue se presenta un esbozo de lo que podria ser un
lineamiento general de esta teoria. Se parte de las definiciones ge-
neralizadas de las propiedades relacionales “clasicas™, se enuncian
ciertos teoremas sobre la derivabilidad de unas propiedades de otras y
sobre la posibilidad de aplicar un método especial que permita cons-
truir relaciones de cualquier grado que posean las mas importantes de
las propiedades definidas. El método que se ha seguido en la demostra-
cién de los teoremas no es estrictamente riguroso, porque no se hace
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uso de un calculo relacional que determine las reglas para manejar la
cuantificacién de funciones proposicionales de grado indeterminado.
El rigor logrado es por esto comparable al de las demostraciones mate-
miticas ordinarias. Creemos, sin embargo, que puede elaborarse para
el caso reglas precisas de inferencia. Los trabajos de Quine son un
anticipo que permite afirmar la existencia de esta posibilidad. En el
presente trabajo sé6lo se enuncian las definiciones y los teoremas®.

1. Definiciones

a) Reflexividad.

D 1.10 Una relacién es reflexiva si
x) Rx x ...x)

D 1.11 Una relacién es no-reflexiva si
M x) R(x x ...x)

D 1.12 Una relacién es irreflexiva si

~MH x) R(x x ...%x)

b) Reflexividad de campo
D120si (x H x3 ... Hx,) [R(p's )vR(@% V. .. VR(eR ), ]

en que el simbolo ¢} significa la i-ésima permutacién de las n! per-
mutaciones efectuadas entre las n-1 variables cuantificadas y x1, se
dice que x1 pertenece al campo de R, y se escribe cR(x1).

D 1.21 Una relacién es reflexiva en su campo si
x) [eR(x) .. R(x x ...x)]

D 1.22 Una relacién es no-reflexiva en su campo si
( x) [cR(x) .. R(xx ...x)]

D 1.23 Una relacién es irreflexiva en su campo si
~M x) [eR(x) .. Rx x ...x )]

1 El anilisis de las definiciones asi como la demostracién detallada de los teoremas
se hallan en el trabajo inédito: Francisco Mir6 QuEsapA. Esbozo de una Teoria Generali-
zada de las Propiedades Relacionales. Biblioteca del Seminario de la Escuela-Instituto de
Ciencias Fisicas y Matemdticas de In Universidad Mayor de San Marcos, Lima.
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¢) Simeltria
D 1.30 Se dice que una relacién es simétrica si
(X % ...x) [REL)=ERE@, )= ... =REN]
D 1.31 Se dice que una relacién es no-simétrica si
Tx, Tx ... 0 x) [RED)=ERE )=...=RED]
D 1.32 Una relacién es asimétrica si
~NEx Tx . dx) [RED)=ERE@D)=...=RE]

El simbolo ¢, significa la i-ésima permutacién de las n! permuta-
ciones que pueden efectuarse con los n argumentos de R.

d) Transitividad

D 1.40 Una relacion es transitiva si
(X . ..X, .. X0 n—1) [R(\l cooX) A R(Xy ... Xagpr )AL A
R, .. .Xon—1) - R Xory o Xoney) ]

D 1.41 Una relacién es no-transitiva si
(E[ X ..o H x, . CH Xew—r ) [R(Xl .. .X.,) A R(Xz N SN | )
A ARG, L oXea—1)- D RGY Xgr - Xea—1)]

D 1.42 Una relacién es intransitiva si
~NHx T x, L H xeam) [RGB ox) ARG - oXngr )
A ARG, . oxenon) D0 R Xagr L xew) ]

e) Conectividad

D 1.50 Una relacién es conectiva si
(x; ...%) [eR(x; )AcRE: ) A ... AcR(x) Ad(x ...x, )
D .Rer )VR(9%, ) v...vR(o) )]
El simbolo d(..... ) significa que todos los valores de las varia-
bles son diferentes.

D 1.51 Una relacién es no-conectiva si
(Mx; ... T x,) [eRx1)AcR(X2) A ... AcR(kx) Ad(x ...X,)
.2 . R(ps JVR(@% )v. .. vR(e} )]
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D 1.52 Una relacién es inconexa si
~E X ... Ux,) [eR(x) A cR(x2) A ... A cR(x,) A d(x, . . Xa)
2. R(o)VR(, Iv. .. vR(eM ] |

f) Conectividad reflexiva

D 1.60 Una relacién es reflexivamente conectiva si
(x-..%) [eR(x) A ... A cR() .2. .R(pn) VR(¢%) v...v
R(¢n) ]

D 1.61 Una relacién es reflexivamente no-conectiva si
({ x;... %) [cR(x:) A cR(xz) A ... AcR(x) .o. .R(%)
vR(¢%) v ... vR(eM)]
D 1.62 Una relacién es reflexivamente inconexa si
~HE % L. Hx,) [eRE) AcRE) A ... AcRE) .o, .R(e
vR($%) v... vR(eM ]
NOTA: Los simbolos empleados en las definiciones que anteceden son los de Principia
Mathematica con la excepcién del simbolo de campo “cR(x)” que ha sido tomado de

Elements of Symbolic Logic de Reichenbach y del simbolo de conjuncién “A” que ha sido
tomado de Introduction to Logic de Tareki.

2. Teoremas

T 2.1 Una relacién reflexiva en su campo no puede ser asimétrica.

T 2.11 Una relacion reflexiva no puede ser asimétrica.

T 2.2 Una relacién simétrica y transitiva es reflexiva en su campo.

T 2.3 Una relacién simétrica y reflexivamente conectiva es transitiva.

T 2.31 Una relacién simétrica y reflexivamente conectiva es re-
flexiva en su campo.

3. Construccién de relaciones de grado arbitrario que posean las pro-
piedades consideradas

Dada una relacién R de grado n, se puede construir una relacién
S de grado n--1 en la siguiente forma’: se parte de R(x,...x,) en

1 Para que sea posible aplicar el procedimiemo que se indica es mencster que haya
por lo menos n - 1 elementos que satisfagan a R que ¢s de grado n.
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que X;. ..X, son valores que satisfacen a la relacion. Se considera un
nuevo elemento x, ., diferente de los anteriores, y que con n-1 de ellos
satisfaga en algiin orden a R. Se unen estas dos expresiones por medio
de alguna funcién veritacional (truth-function) y se obtiene una re-
lacidn S entre los n--1 valores, construida sobre la base de la relacién
R de grado n. Como se trata de n-1 clementos, es necesario un sim-
bolismo que indique el orden en que intervienen en la relacion. Este
simbolismo sera R (¢;)% en que ¢, indica el orden de sucesién de
las variables, y x; la variable que se ha suprimido con el fin de incor-
porar a la relacién el nuevo elemento. Asi, en nuestro ejemplo ante-
rior, la primera expresién sera R (¢))*+1en que @ indica un orden
arbitrario de partida, y x, ., indica que el nuevo elemento no se consi-
dera entre los elementos que satisfacen a R. La segunda expresién
serd R (¢P)* en que B indica también un orden arbitrario (que po-
dria en ciertos casos ser igual al anterior) y x; indica que en lugar
de la variable x; (uno de cuyos valores satisfacia a R junto con valo-
res de las restantes variables) se ha puesto la variable x, ., (uno de
cuyos valores, diferentes de los valores que satisfacen a R en la pri-
mera expresién, satisface a R junto con los n—1 restantes de dicha
expresién). Es decir que i<< n+1, R se denomina la “base” de la rela-
cién S. La relacién S, asi definida, se denomina la “extensa’. La de-
finicién de S, por medio de R, en la forma prescrita, constituye una
definicién “extensiva”. La forma general, que incluye a todas las de-
finiciones particulares, de la definicién extensiva, sera:

S= FLJ [Fi,j, Fg,h, .o R((?ff)xv, R((?E))Xq, ...... X; ... X, .\'“.;.1]

F; simboliza una funcién veritacional cualquiera con cualquier
numero de argumentos, La J indica el nimero de argumentos, y la I
la naturaleza de la funcién (conjuntiva, implicativa, etc.). R(¢p) ™
simboliza un orden definido de los n elementos a los que se aplica la
relacién R y x;. . .x,41 los n-}1 argumentos a los que se aplica la re-
lacién S. Los valores de p, q, . . . varian desde 1 hasta n-1 con la con-
dicién de que por lo menos uno sea igual a n+41 y otro diferente de
n--1

El problema de interés que plantea la definicién considerada, es
el de saber cuando S conserva las propiedades de R. A este respecto
pueden enunciarse los siguientes teoremas:
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T 3.1 La definicién extensiva construida sobre la base de funciones
conjuntivas y disyuntivas conserva la reflexividad.
Xn+1 Xn
o o e, —— a a
T 3.2 La definicién S = R(zn) A R(gn) A ... A R(oD)™ =
i=1
v R(pg)* conserva la simetria.
i=n+l1
i=1
T 3.3 La definicion S = A R(¢%)% conserva la transitividad
i=n+1
T 3.4 Si 1a base es simétrica la conectividad se mantiene con cual-

T 35

T 3.6

quier tipo de definicién extensiva

i=1
La definicién S = R(¢%)% conserva la conectividad si
i=3

)

R es transitiva

i=1
La definicién S = A R(¢%% conserva la reflexividad, la

i=n+41
simetria, la transitividad y la conectividad, i la base es refle-
xiva, simétrica, transitiva y conectiva.



